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格子QCD

• ユークリッド化（虚時間）経路積分

– U:グルーオン場、ψ：クォーク場

• ゲージ場（グルーオン場）の量子論的揺らぎ
モンテカルロ計算

• フェルミオン（クォーク）のプロパゲータ
線形計算（フェルミオン行列Δの逆行列）
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非常に多次元の積分



多次元空間での積分とモンテカルロ
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数値積分の誤差
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=∼ １
誤差

各方向の点の数

N: 点の（総）数

計算時間はNに比例

N=1000でもn=10の時 1/ 1.99526nN =

4 8x y z tn N N N N= ×格子QCDでは

通常の数値積分は非現実的



モンテカルロ法での誤差

N
∼ １誤差

次元ｎによらない！



Importance Sampling

被積分関数が平らなら
数値積分は容易

1dx
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∼ を満たすような

変数変換 x ⇒ t
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Importance Sampling (2)
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Metropolisアルゴリズム

• Importance Sampling + Random Sampling
⇒ 多次元でも通用するモンテカルロ法

• そんなことができる？！
– N.Metropolis et al.

J. Chem. Phys. 21, 1087 (1953)
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１次元量子力学
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ユークリッド化（虚時間化）
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離散化
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シミュレーション結果
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非調和振動子

V(x)

ｘ



フローチャート
（１）MAIN

DO isweep=1, Nthermal

CALL update

DO isweep=1, Nsweep

CALL update
CALL measurement



フローチャート
（２）update

DO i = 1, N

x_old = x(i)

x_new = x_old + α*(r1-0.5)

dS=S(new)-S(old)を計算

Metropolis check:

x(i) = x_old or x_new



境界条件の処理

• 周期的境界条件： x（N+1）=x(1), x(０）＝ｘ（N)
• （反周期的： x（N+1）=-x(1), x(０）＝-ｘ（N) ）

DO i = 1, N

ia = i + 1

ib = i  - 1

IF( i==N ) ia = 1

IF( i==1 )  ib = N

xa = x(ia)

xb = x(ib)

. . . 

REAL, DIMENSION(0:N+1) :: x

x(0) = x(N)

x(N+1) = x(1)

DO i = 1, N

xa = x(i+1)

xb = x(i -1)

. . .



境界条件の処理（２）

INTEGER, DIMENSION(N,2) :: inn

DO i = 1, N

xa = x(inn(i,1))

xb = x(inn(i,2))

. . .

SUBROUTINE MakeTable

DO i = 1, N

ia = i + 1;  ib = i – 1

IF( i==N ) ia = 1

IF( i==1  ) ib = N

inn(i,1) = ia

inn(I,2) = ib

ENDDO

RETURN

END



格子QCDのラグランジアン
(準備)
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格子QCDのラグランジアン

• K.G.Wilson
– Phys. Rev. D10, 2445 (1974)
– Erice Lecture Note 1977
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フェルミオン（クォーク）作用
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（古典）連続極限
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ウォーミングアップ
U(1)の場合
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必要な関係式
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練習問題

• SG,SFがa→0で通常のQCDの作用になることを示
せ



作用はユニークではない

• 古典連続極限(naïve classical limit)がQCD作用に
なる

• ゲージ不変な
はみなOK
– O(a)の高次項の効果を減少するもの：Improved action
– よく使われるもの

• ゲージ：Iwasaki 作用、Syzmanzik作用、(DBW2作用）

• フェルミオン：Wilson fermions、Wilson with Clover作用
KS(Kogut-Susskind, or staggered) fermions
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Wilson LoopとPolyakov Line
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3( ( ))j g x x tµ µ µδ= −ゲージ場のexternal source

4i d xj A ig dx Aµ µ µ µ=∫ ∫系のエネルギーの増加
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Polyakov Line

• Polyakov line:クォークラインが１本あるとき
のエネルギー増加

FL e−∆< >=
F∆ = ∞Confinement：

0L< >=



Z3対称性
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• SU(3)の要素のうち、１、
は他と可換
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重クォークポテンシャル



ゲージ結合定数と格子間隔

• M.Creutz, 
– Phys.Rev.D21,

2308 (1980)
– SU(2)
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格子上のゲージ変換
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ゲージ変換（連続極限）
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• SU(N)ケース
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クォークプロパゲータ

• クォークプロパゲータ=フェルミオン行列Wの逆
• Gaussの消去法？

– N^3の演算 （N：行列のランク）
– Wが疎行列(Sparse行列）であることを利用できない

• 多くの場合 を解ければ充分。Wx b=
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共役勾配法（Conjugate Gradient 
Method, CG法）

Ax b=
GG A:対称、正定値とする。
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グラスマン変数
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練習
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メソンのプロパゲータ
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